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140.- (624).-Una región el espacio con radio R, contiene una carga Q 

positiva distribuida de forma esférica,  siendo su densidad de carga 

volumétrica. 

ρ(r)  distribuida de la siguiente manera. 

 es una constante positiva cuya unidad es C/m
3
  por tratarse de una 

densidad cúbica de carga. 

 

αρ(r)  para  
2

R
r    ;    

)
R

r
(1α2ρ(r)   para Rr

2

R
 ;  

   
  Rrpara0ρ(r)           
 

a) Calcular el valor de 

b) Obtener la expresión del módulo de (r)E
G

para 
2

R
r   

c) Obtener la expresión del módulo de (r)E
G

para Rr
2

R
  

d) Obtener la expresión del módulo de (r)E
G

para Rr  

 

e) Deducir si la función E(r) presenta un máximo o mínimo  y si lo hay 

determina la ecuación que relaciona r con R 

 

f) Represente E(r)  frente a r para Q=10
-9

 C , R = 1 m  

 

Dato 
2

2
9

o C

Nm
9.10

πε4

1
  

 

a) Consideramos la  superficie esférica de radio R/2.  Designamos con q1 la carga que 

existe en el interior de esa superficie, como la densidad cúbica de carga es constante, 

bastará multiplicarla por el volumen interior.  
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R

2

R

3

4
erficiesuplaporencerradoVolumen·)r(q

3
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Cuando  Rr
2

R
 , la densidad volumétrica es variable, dependiendo del valor de r. Para 

calcular la carga q2 que hay dentro de esa superficie, consideramos una capa esférica  de 

radio r y espesor dr, cuyo volumen es: drr4dV 2  y cuya densidad es 
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La carga de ese volumen es   
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Habremos de sumar la carga q1 que hay dentro de la esfera de radio R/2 calculada en el 

apartado a); para conocer la carga total en el interior. 
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a) Para calcular el módulo del campo eléctrico dentro de la esfera de radio inferior o 

igual a R/2.  Consideramos una esfera de radio r< R/2 concéntrica con la esfera de 

radio R/2 y aplicamos el teorema de Gauss a través de esa superficie gaussiana 

que pasa por el punto donde se quiere calcular el campo eléctrico. 

 

       

 

q3 es la carga que hay en el interior de la esfera de radio r y como la densidad volumétrica 

de carga es constante  

3

3
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4
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el vector E es de igual dirección y sentido que el vector Ds 
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c) Ahora la esfera de radio r es mayor que R/2 y menor que R , esa esfera alberga la caga completa 

q1 más la carga comprendida entre R/2 y R . En esta última región la densidad de corriente 

volumétrica es variable. 
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Aplicamos el teorema de Gauss  como en el caso anterior, pero ahora la superficie gaussiana es de 

radio mayor que R/2 ,  pero siendo igual que antes  los vectores campo eléctrico E y el elemento 

de superficie dS tienen la misma dirección y sentido . 
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d) La esfera de radio r>R incluye una carga q1+q2 

 

Aplicamos el teorema de Gauss 
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e)      

r*Cte
R

r

15

Q8
E

3

o




   no puede haber un máximo o un mínimo ya que la ecuación es  una 

recta 

 

2

o

2 r

Cte

r4

Q
E 


  no puede existir máximo o mínimo  pues la ecuación es una curva  que 

tiende asintóticamente a cero 

 

Solamente puede ser la función   
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Calculamos la derivada de la función   respecto de  la variable r. 
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Para deducir si  existe  un máximo o un mínimo, calculamos la segunda derivada 
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La derivada segunda de la función es negativa, por consiguiente es un máximo. 

 

 

f)  Hagamos la aplicación para Q=10
-9

 C , R = 1 m 
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La grafica nos indica la presencia de un máximo cuando R= 1m próximo a un valor de      

r = 0,72 m. Para precisar este valor  recurrimos a la ecuación (1) y la resolvemos con 

ayuda de una hoja de cálculo,  dando valores a r comprendidos entre 0,50 m y 1,00 m y 

buscamos  que se cumpla la ecuación (2) 

 
434 RRr32r48  ,  para   R=1 m, la ecuación es: 1r32r48 34        (2) 

 

r/m 48r4 32·r
3
 + 1 

0,5 3 5 

0,52 3,50957568 5,499456 

0,54 4,08146688 6,038848 

0,56 4,72055808 6,619712 

0,58 5,43191808 7,243584 

0,6 6,2208 7,912 

0,62 7,09264128 8,626496 

0,64 8,05306368 9,388608 

0,66 9,10787328 10,199872 

0,68 10,26306048 11,061824 

0,69 10,88021808 11,512288 

0,699 11,45908499 11,9290272 

0,7 11,5248 11,976 

0,71 12,19760688 12,453152 

0,72 12,89945088 12,943936 

0,723 13,11578916 13,0938581 

0,74 14,39355648 13,967168 

0,76 16,01384448 15,047232 

0,78 17,76722688 16,185664 

0,8 19,6608 17,384 

0,82 21,70184448 18,643776 

0,84 23,89782528 19,966528 

0,86 26,25639168 21,353792 

0,88 28,78537728 22,807104 

0,9 31,4928 24,328 

0,92 34,38686208 25,918016 

0,94 37,47595008 27,578688 

0,96 40,76863488 29,311552 

0,98 44,27367168 31,118144 

1 48 33 

 



 205 

 
   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85



 206 

141 (631).-Un conductor cilíndrico de radio a tiene un hueco a lo largo del 

mismo de radio a/2. La sección del mismo está en la figura 1. Una 

corriente eléctrica de intensidad I recorre el cilindro en el sentido de 

penetrar en la página de la figura 1. En dicha figura r es una variable 

comprendida entre los valores r =0 en A y r =a en B. a) Determinar el  

campo magnético en P en función de r, a y constantes.  b) Calcular los 

campos magnéticos en A y B. c) Calcular el valor de r en el cual el campo 

magnética es cero d) Trazar la forma de la gráfica del campo en función 

de r para a = 0,1 m. 

 

  
 
a) Aplicamos el principio de superposición considerando que el sistema de la figura 1  es 

la suma del campo creado por un conductor de radio a y por un conductor de radio a/2 

pero con una intensidad de corriente de sentido contrario  a la anterior, esto es, saliendo 

de la página, pero con la misma densidad de corriente. Aplicamos el teorema de Ampere 

con el disco completo (figura 2) 

 

 
 

1o11o1 Ir2·BIld·B 
GG

  (1) 

Donde I1 es la corriente enlazada por la trayectoria, es decir, que queda dentro de la 

misma y que a continuación se va a explicar. 

 

Fig.1 

Fig.2 
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Para aplicar el teorema citado trazamos mentalmente un círculo que pasa por el punto P, 

con centro en A y radio r así r2dl  . El campo B1 al ser constante en módulo en 

todos los puntos de esa trayectoria, sale fuera de la integral. La intensidad de corriente que 

atraviesa el círculo se calcula  igualando las densidades de corriente en los dos 

conductores que consideramos uniforme. (La densidad de corriente, es la corriente a 

través de cada unidad de superficie J =I/A ). Igualándolas y observando  las figuras 1 y 2.
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22
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Sustituyendo en la ecuación (1) 
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o

12

2

o1
a3

rI2
B
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rI4
r2·B




  

 

 

Una vez obtenido el módulo del campo, para determina el vector campo     aplicaremos 

la regla de la mano derecha como se indica en la figura 3. Se abraza el conductor con la 

mano derecha con el pulgar en el sentido de la corriente el resto de los dedos indican el 

sentido de las líneas de inducción. Como ilustración mostramos la figura, aunque en ella 

el sentido de la corriente va al revés al considerado en el problema (disculpará el lector 

pero no disponemos de la  figura con la corriente hacia abajo,  lo que supondrá que el 

lector habrá de situar la mano en sentido contrario, con el pulgar hacia abajo). 

 

    
 

 

 

 

   

  

 

 

 

 

 

Teniendo en cuenta que I es perpendicular al plano del papel y hacia abajo, el vector 

campo magnético en P es 

 

Fig.3 

O 
A 

I 
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Aplicamos de nuevo el teorema de Ampere con el  hueco de radio a/2 recorrido por una 

corriente de sentido contrario al anterior (figura 4). 

 

 
 
Para aplicar el teorema citado trazamos mentalmente una círculo con centro en O y radio 

2

a
r r as, 










2

a
r2dl . La intensidad de corriente que atraviesa el círculo se calcula  

igualando las densidades de corriente en los conductores de las figuras 1 y 4. 

 

 

3

I
I

a

I4

a3

I4

2

a

I

4

a
a

I
22

2

22

2

2
2

























 

)ar2(3

I

)ar2(6

I2
B

3

I

2

a
r2·B

oo

2o2

















  

 

El vector B2 al tener su intensidad sentido contrario  )j(
)ar2(3

I
B

o

2

GG





  

El campo en P vale 
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b) En A,  hacemos r=0. Sustituyendo en la anterior ecuación P po A resulta 

 

)j(
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I
B

o

A

GG





  

 

En B, hacemos r= a. Análogamente 

 

Fig.4 
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c) BP=0      

 

      

a31,0
8

a20a2

8

a16a4a2
r

0ara2r4
ar2

1

a

r2

)ar2(3

I

a3

rI2

22

22

2

o

2

o






















 

 
 

d)                

 

 

 

 

 

Para obtener la forma de la gráfica damos a valores a r desde cero a = 0,1 m 

 

 

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11

r/m

B
P
/K

 
 

 

 

 
 

 

 





























1,0r2

1

01,0

r2
K

ar2

1

a

r2

3

I
B

2

o

P



 210 

142 (636).-Dos cilindros coaxiales de longitud L y radios a y b poseen 

cargas Q iguales y opuestas. El espacio comprendido entre los cilindros 

contiene un dieléctrico de permitividad . a) ¿Cuál es la densidad de 

energía en los puntos interiores  a una delgada capa cilíndrica  de radio 

a<r<b y espesor dr? b)¿Cuál es la energía total de la capa? c) Intégrese la 

expresión anterior para calcular la energía total en el cilindro d) Iguálese 

esta energía a la del condensador cargado 
C

Q

2

1 2

para deducir la capacidad  

del condensador cilíndrico. 

Segunda parte 

Resolver el problema anterior suponiendo que en lugar de dos cilindros 

coaxiales tenemos dos esferas concéntricas de radio a y b respectivamente 

(a<b)  ; el espacio entre ellas es el vacío 
 
Propuesto en el libro Electricidad y Magnetismo. F.W.Sears. Editorial Aguilar 
Madrid 
 

a) Aplicamos el teorema de Gauss generalizado a un cilindro imaginario de radio r y 

altura L coaxial  con los cilindros del condensador. Si D es el vector desplazamiento 

eléctrico o densidad de flujo eléctrico y Q la carga contenida dentro de una superficie 

cerrada ideal de radio r. 

  QLr2·DQSd·D
GG

 

 

 

La densidad de energía eléctrica, es la energía por unidad de volumen 
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b) La energía total de la capa es el producto de la densidad de energía por el volumen de 

la capa de espesor dr y altura L 
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b) La energía total de la capa es el producto de la densidad de energía por el volumen de 

la capa de espesor dr y altura L 

 

 

Volumen de la capa: 

 

  drLr2LrdrLr2LdrLrLrL)drr(dV 22222   
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c) 
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Resolvemos el problema en el supuesto de tratarse de dos esferas concéntricas 

 

Seguimos paso a paso los apartados anteriores, considerando que ahora el espacio entre 

ellas es el vacío, de permitividad o 
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Imaginemos que b fuese   infinito, entonces tendríamos una esfera de radio a con carga Q 

y su capacidad 

 

 

 

    

 

a4
1

a

1

4
C o

o 









 212 

143 (640).- Se dispone de tres fuentes iguales de corriente continua, cada una con 

una fuerza electromotriz  y una resistencia interna r. Con las tres fuentes  y una 

resistencia exterior R se pueden formar varios circuitos eléctricos. La resistencia R 

se coloca siempre exterior a las fuentes. 

 

a) Hacer un esquema de los posibles circuitos  

b) Calcular la intensidad I de la corriente que circula por la resistencia R 

en cada circuito 

c) Sabiendo que el cociente R/r>1,1, ordenar  los circuitos de mayor a 

menor intensidad I 

 
a) 

 
b) 

 

Circuito A)     

r
3

Rr3R

3
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         Circuito B)  
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r
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Circuito C)     
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Circuito D)  
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Malla   ABDE;      ;2r2iRID       Malla FCDE;       rirIRI DD
 

 

 

Multiplicamos la segunda ecuación por dos y la sumamos a la primera 
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r
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R3r2R3
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c) Para ordenar los circuitos de mayor a menor intensidad  tenemos en cuenta que el 

numerador de la fracción de todas las intensidades es el mismo, por tanto, el valor más 

pequeño de los cuatro denominadores es el que da lugar a mayor intensidad de corriente 

Designamos  a 1,1;
r

R
  

 

Comparamos el circuito A) con el B) 
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El denominador del circuito A) es menor que el del B), luego  BA II   

 

Comparamos  el circuito A) con el C) 
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Si  = 1,5   CA II            Si  >1,5   CA II            Si  < 1,5  cA II    

 
 

Comparamos  el circuito A) con el D) 
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Si  =1,2    DA II            Si  >1,2  DA II            Si  < 1,2  DA II    

 
En el gráfico siguiente pueden verse  de forma global las distintas intensidades de 

corriente en función de beta. La grafica se ha construido dando a R el valor de 10 ohmios 

y =1 V 



 214 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,07

0,075

0,08

0,085

0,09

0,095

0,1

0,105

0,11

0,115

0,12

1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5

beta

in
te

n
s
id

a
d

  
IA

IC

ID

IB



 215 

 

144 (646).-Se dispone de 400 pilas de 4,5 V y resistencia interna r = 0,625 

. Con todas ellas se forman n grupos conteniendo cada grupo N pilas, 

las cuales se disponen en paralelo en cada grupo y los n grupos se unen 

en serie y los extremos a una resistencia R = 10 
a) Calcular los valores de n  y N de modo que la intensidad que circule por 

R sea máxima. b) Calcular el valor de esa intensidad 
 

Las variables del problema son n y N, pero ambas están relacionadas entre sí n · N = 400 

 

El voltaje que proporciona un grupo de N pilas en paralelo es 4,5 V y la resistencia, al 

estar las pilas en paralelo es:  

 

N

r
r

r

N
.....

r

1

r

1

r

1
N

N

  

 
Puesto que los n grupos se unen en serie el voltaje entre los extremos del conjunto es  

n·4,5 y la resistencia total de las pilas 
N

rn
. 

Según la ley de Ohm aplicada al circuito 

 

R
N

rn

5,4·n

r

V
I
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En la ecuación tenemos dos variables n y N pero como están relacionadas entre sí 

sustituimos 
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Para calcular el valor de n que determina una intensidad máxima en el circuito derivamos  

la función I(n) e igualamos a cero 
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La solución es 80 grupos,  cada uno conteniendo 5 pilas en paralelo. 

 

Si hubiésemos elegido operar con la variable N 
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145 (646).- Dos condensadores planos, cada uno de capacidad C están unidos en 

paralelo  a una fuente de alimentación de voltaje Vo .  Se desconectan de la  fuente y a 

uno de ellos se le inserta un dieléctrico de constante K entre sus armaduras, el cual llena 

completamente el espacio entre ellas. Calcular a) el voltaje final entre los condensadores 

b) la carga que se transfiere de uno a otro c) La relación entre la  energía inicial y final 

de los condensadores. 

 

        

 

 

 

 

  

  
 

Para la resolución de este problema se debe recordar que la capacidad de un 

condensador  depende de sus características geométricas y del dieléctrico situado entre 

sus armaduras. Todo ello se recoge para el caso del vacío en la ecuación: 

 

 
 

La energía de un condensador cargado está en el campo eléctrico existente entre sus 

armaduras. Se determina por la ecuación:  

 

                                                            E= ½ Q·V 
 

a) Carga inicial de los condensadores y energía inicial del conjunto. Al ser los 

condensadores de la misma capacidad y conectarse a igual  d.d.p. adquieren la misma 

carga eléctrica y energía. 

 

2

o

o2

o

o

i

o

o

io

o

o121

o

21

V
d

S
V

d

S

2

1
2E

V
d

S2
QV

d

S
VCQQ

d

S
CC
















 

 

En el condensador 1 se introduce el dieléctrico después de haberlos desconectado de la 

fuente de alimentación. 

 

En el condensador 1 se introduce el dieléctrico después de haberlos desconectado de la 

fuente de alimentación. 

 

En el condensador 1 se introduce el dieléctrico 
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El condensador 1, al tener mayor capacidad,  almacena más carga que antes y como ésta 

se conserva el condensador 2 perderá esa carga. Designamos con Vf  el voltaje final 

entre los condensadores 

 

Conservación de la carga 

 

Carga inicial = carga final   
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b) La carga transferida desde el condensador 2 al 1 es el aumento de carga del         

condensador1 o la disminución de carga del condensador 2. 
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c) Energía inicial de los condensadores 
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Energía final de los condensadores 
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146 (648).- Un circuito eléctrico consta de una fuente de alimentación F 

de corriente alterna de frecuencia 50 Hz, , una resistencia  R =  100  en 

serie con una bobina real B de resistencia interna r y coeficiente de 

autoinducción L. Un voltímetro colocado entre los extremos de la fuente 

indica 25 V , otro entre los extremos de la resistencia marca 18 V y un 

tercero en la bobina indica 12 V, Calcular  

a) La intensidad  eficaz de la corriente 

 

b) Los valores de r  y L 

 

c) El desfase entre el voltaje de la bobina y la intensidad de la corriente 

 

d ) El desfase entre el voltaje de la fuente de alimentación y la intensidad 

de la corriente 
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 Restando las ecuaciones  
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c) y d) 

 

 
 

 

La intensidad de la corriente y el voltaje en la resistencia están en fase, el ángulo 

representa el desfase entre el voltaje de la bobina  y la intensidad de la corriente y el  

entre la fuente de alimentación y la intensidad de la corriente. 

Obsérvese en la figura que el ángulo opuesto al lado “25 V” es el ángulo suplementario 

de  , cuyo coseno es igual que el coseno de , pero negativo. 
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147(649).- Calcular el trabajo necesario para formar el dispositivo de seis 

carga positivas iguales+Q, en un hexágono de lado a (ver figura inferior) 

 
 

Propuesto en el libro Physics for scientists and engineers. Lobkowicz and 
Melissinos. Saunders Company 
 

 

Calculamos el trabajo para llevar una a una las cargas eléctricas desde el infinito donde 

el potencial es cero hasta colocarlas en el hexágono de  lado a. 

Llevar la primera carga no supone trabajo ya que se desplaza de potencial cero a 

potencial cero en el hexágono;  la carga ocupa la posición 0, (figura 1) 

 

 

 
 

Figura 1 
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La segunda carga parte de potencial cero y se coloca en 1, donde el potencial creado por 

la carga colocada en cero vale   
a
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  y el trabajo  
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La tercera carga se situará en dos, parte de potencial cero y el potencial de llegada lo 

crean las cargas ubicadas en 0 y 1. La carga 1 está a la distancia a, y la carga cero a la 

distancia   

3a
2

3
a2º30cosa2d 02   

 

































































3

1
1

a4

Q

3

1
1

a4

Q
0Q

3

1
1

a4

Q

3a

Q

a

Q

4

1
V

o

2

2

o

2

oo

LL

 

    

La cuarta carga se situará en la posición 3. Las distancia de la carga en 2 es a, la de la 

carga 1  es  3a  ya que la distancia  02 es igual a 13. La distancia de la carga 0 a la 

posición 3 vale 2a, ya que  03 es igual a 14  

 

a2º30senaaº30senaddddd 4BABa11403   

 


























3

1

2

3

a4

Q

2

1

3

1
1

a4

Q

o

2

o

2

3  

  

 

La quinta carga se situará en la posición 4. La distancia de la carga en 3 es a, la de la 

carga en 2 , 3a , la de la carga en 1, 2a, y la de la carga en 0 , 3a  
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La sexta carga se situará en la posición 5. La distancia de la carga en 4 es a, la de la 

carga en 3 , 3a , la de la carga en 2, 2a, y la de la carga en 1 , 3a  y la de la carga en 

0 , a 
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El trabajo total 
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Como el campo electrostático es conservativo el trabajo realizado sobre las cargas 

queda acumulado en el sistema en forma de energía potencial electrostática, así que otra 

forma de resolver el problema es calcular la energía potencial de la agrupación, ya que 

coincide con el valor del trabajo. 

 

La carga situada en 0 interacciona con las restantes, esto es, con las situadas en 1 , 2 , 3 , 

4 y 5 , la 2 situada en 1 con las 2, 3, 4 y 5 ; la 3 situada en 2 con las 3, 4 y 5 , la carga 

situada en 3 con las 4 y 5 y la situada en 4 con la  5. Es decir, la suma de las energías 

potenciales de todas las parejas que se pueden formar sin repetir ninguna (repetir sería 

por ejemplo, tomar la pareja 12 y luego la pareja 21, y así con todas). 

 

La energía potencial entre dos cargas  iguales Q separadas una distancia d es:
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148(653).-Tres cargas +Q están colocadas en los vértices de un triángulo 

equilátero de lado a. Calcular el trabajo cuando un segundo triángulo 

con cargas –Q se desplaza  desde un lugar muy lejano hasta que los dos 

forman un hexágono como indica la figura inferior 

 
Propuesto en el libro Physics for scientists and engineers. Lobkowicz and 
Melissinos. Saunders Company 
 

La situación inicial son dos triángulos con cargas separados una gran distancia, lo que 

indica que la interacción entre ellos es despreciable. Cuando se acercan se disponen las 

seis cargas formando un hexágono regular tal como indica la figura del enunciado. 

Calculamos el valor h del lado del hexágono en función del lado a de los   triángulos 

 

 
 

En el triángulo rectángulo ABC ,  hAC;a
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Calculamos la energía potencial eléctrica del sistema de cargas  de los triángulos cuando 

están muy distantes entre sí 
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La energía potencial del sistema es la suma de las energías potenciales de todas las 

parejas de cargas que se pueden formar sin repetir ninguna. .La carga en 1 interacciona 

con 2 y 3 y la carga 2 interacciona con la 3 
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Para el triángulo de cargas negativas  
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La energía potencial inicial  es. 
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Cálculo de la energía potencial final cuando las cargas adquieren la disposición de la 

figura 1. 

 

La distancia entre dos cargas contiguas   situadas en el hexágono es 
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La distancia entre dos cargas situadas frente a frente: en el hexágono   
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La interacción de la caga en 1 con las situadas en 2,3,4,5, y 6 
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La interacción de la caga en 2 con las situadas en 3,4,5,y 6 

 

























a

Q

3

3a2

Q

a

Q

3

3a

Q

4

1
U

2222

o

2  

La interacción de la caga en 3 con las situadas en 4,5,y 6 
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La interacción de la caga en 4 con las situadas en 5 y 6 
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La interacción de la caga en 5 con la situada en  6 

 

Fig 1 
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La energía del sistema es la suma de las energías potenciales de todas las parejas 

formadas sin la repetición  de ninguna pareja 
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La variación de energía potencial entre la situación inicial y final es 
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Podemos resolver el problema calculando directamente el trabajo. 

 

Trasladamos una carga negativa  del triángulo de cargas negativas (Figura 2) y la 

llevamos a la posición  de la figura 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         Figura1                                                                                         Figura 2 

 

 

La carga –Q  parte de un potencial creado por las otras dos cargas negativas   
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La llegada de esa carga a la situación indicada en la figura 1, lo hace a un potencial 

creado por las tres cargas positivas 

Potencial de llegada   
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Una vez situada la carga –Q ,  trasladamos la segunda carga de –Q (figura 4) a la 

posición de la figura 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Figura 3                        Figura 4 

 

La carga –Q  parte de un potencial creado por la otra carga negativa  
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La llegada de esa carga a la situación indicada en la figura 3, lo hace a un potencial 

creado por las tres cargas positivas y la carga negativa 
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 Una vez situada la segunda carga  –Q ,  trasladamos la tercera carga   –Q (figura 6) a la 

posición de la figura 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   Figura 5                                                                    Figura 6 

 

La tercera caga –Q parte de potencial cero   

 

La llegada de esa carga a la situación indicada en la figura 5, lo hace a un potencial 

creado por las tres cargas positivas y las  dos cargas negativas 
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149 (654).- En el circuito de la figura inferior el condensador C está 

descargado. Con  se designa al fuerza electromotriz de la pila cuya 

resistencia interna es despreciable  

 
 

Se cierra el interruptor LL y al cabo de un tiempo t la diferencia de 

potencial entre los extremos del condensador es U y las energías 

caloríficas desprendidas en las resistencias son   K1 y K2 respectivamente. 

Determinar el valor de K2  en función de C, U , R1 y R2 

 
Olimpiadas de Moscú 
 

Al cerrar el interruptor comienza a circular carga eléctrica por el circuito y a 

consecuencia de ello el condensador se va cargando y en las resistencias se genera calor. 

Al transcurrir el tiempo t en la resistencia R1 se han generado K1  julios de energía 

calorífica y K2 en la resistencia R2, en ese tiempo por la pila han circulado una carga Q 

la cual termina almacenada en el condensador, que adquiere una energía 
2CU
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1
., siendo 
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Q
C . La pila ha dado al circuito en el tiempo t una energía Q  

 

Aplicando el principio de conservación de la energía 
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La intensidad eléctrica que ha circulado por las resistencias no es constante Si 

designamos con i1 e i2 a las intensidades constantes que hubiesen dado lugar a las 

energías caloríficas (el calor disipado en cada resistencia) 
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Como las resistencias están en paralelo 
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Sustituyendo en la ecuación (1) 
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150 (655).- Un protón acelerado con la diferencia de potencial U incide 

en un campo eléctrico homogéneo transversal de un condensador plano, 

la longitud del cual es L en el sentido del movimiento. La intensidad del 

campo varía según la ley E =  t donde  es una constante. 

Considerando al protón no relativista hallar el ángulo entre las 

direcciones de su movimiento  antes y después de pasar por el 

condensador, si el protón llega al campo en el instante  t=0. despreciar 

los efectos de borde. 
Propuesto en Problemas de Física General. Í.E. Irodov. Ed. Mir 
 

Sea  m la masa del protón y q su carga. La energía cinética proporcionada al electrón es. 
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Admitimos que la velocidad del protón actúa en la dirección del eje de abscisas, lo que 

implica que el campo eléctrico del condensador actúa en la dirección del eje de 

ordenadas. El campo ejerce una fuerza variable que es el producto q E = q  t , dando  

lugar a una aceleración 

dt

dv
mamtq

y
      (1) 

 

Según la ecuación anterior la velocidad en dirección perpendicular a la dirección de vo 

es dependiente del tiempo  y alcanzará su máximo valor al abandona el condensador. El 

tiempo que dura la actuación del campo se calcula a partir de la velocidad vo 

componente que se mantiene constante en línea recta  en la dirección del eje X 
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o
v
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Separando variables en la ecuación (1) e integrando  
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El vector velocidad resultante de las dos velocidades (vo y vy) forma un ángulo  con la 

dirección de vo cuya tangente es, 
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151 (657).- Un circuito eléctrico consiste en cuatro resistencias y dos 

interruptores dispuestos en la forma que indica la figura 1.  

 

 
 

Los interruptores se nombran:  K1C indica cerrado y K1A abierto, K2C 

cerrado y K2A abierto. En el estado inicial se desconoce cómo se 

encuentran los interruptores (la figura 1 no es el estado inicial). La 

resistencia equivalente RAB se mide para las distintas posiciones de los 

interruptores. En el estado inicial RAB = 240 . Ahora se cambia la 

posición del interruptor 1 y la resistencia equivalente es la misma, esto es,  

RAB = 240 ,  A continuación se cambia la posición del interruptor 2 y la 

resistencia equivalente es RAB = 400 . Finalmente se cambia de nuevo el 

interruptor 1 y la resistencia equivalente RAB = 280 . 

Determinar los valores de las cuatro resistencias. 

 
Olimpiada de Física Balcanes. 
 
La posible disposición de los interruptores,  junto con los circuitos son: 

 

1)   K1A  y    K2C 

 
Las resistencias R1 y R3 están en serie (Resistencia equivalente1-2 = R1+R3) y las 

resistencias R2 y R4 también serie  (Resistencia equivalente 2-4= R2+R4), y ambas 

resistencias equivalentes en paralelo 

 

La resistencia equivalente RE1  es 

 

42311E RR

1

RR

1

R

1





  

 

 

Figura 1 
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2)   K1A  y    K2A 

 

 
 

La corriente solamente puede circular por el ramal inferior 

 

La resistencia equivalente RE2  es 

 

4
R

2
RR 2E   

 

3)   K1C  y    K2A 

  

  
 

La corriente no puede circular por R3  

 

R1 y R2 están en paralelo y el conjunto en serie con R4. 

 

La resistencia equivalente RE3  es 

 

4
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4)   K1C  y    K2C 
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El enunciado dice que hay dos resistencias equivalentes del mismo valor  240 ..La (2) 

y la (3) no pueden ser pues 
21

21
2

RR

RR
R


    

 

Las agrupaciones (1) y  (4) tienen las mismas resistencias y estas han de ser iguales, y 

como consecuencia se cumple que el nudo P y el nudo Q estén al mismo potencial y 

además observando la (1) se deduce que la intensidad que pasa por R1 y R3 es la misma 

y lo mismo ocurre con la (2) y la (4). , Designamos a estas  intensidades  I1 e I2  y al 

voltaje de P igual al de Q como Vx 
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El sistema de ecuaciones es el siguiente   
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Combinando las ecuaciones (a) y (c) 
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  (e) 

 

 

En la ecuación  
3

4

1

2

R

R

R

R
   sustituimos R2  de la ecuación (c) y R1 de la (e) 
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Restando (d) –(b) 
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    Sustituyendo R3 de (f) 
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152 (670).-Para medir resistencias un estudiante construye el circuito de 

la figura 1. El interruptor K puede colocarse en dos `posiciones indicadas 

por 1 y 2. R es la resistencia que se quiere medir, V es el voltímetro y A el 

amperímetro,  es la fuente de corriente continua. La resistencia del 

voltímetro se designa  por RV y la del amperímetro por RA. 

 
 

a) Rm es el valor medido de la resistencia R en las dos posiciones del 

interruptor, determinar Rm en función de R, RV y RA 

 
Olimpiada de Física Balcanes 

 

Posición 1 

En la realidad las resistencias del amperímetro y del voltímetro están dentro del aparato. 

En la figura 2 se han colocado fuera para aclarar la explicación posterior. 

 

En el circuito de la figura 2, I representa la intensidad que circula por la pila y por el 

amperímetro, IV la que circula por el voltímetro e IR la que atraviesa la resistencia R, VV 

representa la indicación del voltímetro, 

 

   
VRVVV VRI;VRI   

 

 
Asignemos con Rm la resistencia equivalente a las dos Rv y R, en paralelo. Como ahora 

circularía por ella toda la intensidad I, sería igual a I = Iv + IR . En consecuencia: 

 

                                            =   (1) 

 

Fig.1 

Fig.2 
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Según la ecuación (1) si RV fuese infinitamente grande VV RRR   y  Rm=R, como 

los aparatos tienen resistencia, Rm medido es menor que la resistencia verdadera. La 

calidad de un voltímetro es tanto mejor cuando mayor sea el valor de su resistencia.. 

 

Posición 2  

 
 

En el circuito de la figura 3, I representa la intensidad que circula por la pila IA por el 

amperímetro y la resistencia R, IV la que circula por el voltímetro, VV representa la 

indicación del voltímetro. Designamos  con VA a la caída de tensión en el amperímetro, 

VR en  la resistencia y VV en el voltímetro 
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Según la ecuación (2)  La resistencia medida Rm sería igual a R si la resistencia del 

amperímetro fuese nula. En la realidad los amperímetros tienen resistencia y su calidad 

es tanto mejor cuanto menor sea RA. 

De la ecuación (2) también se deduce que la resistencia medida es mayor que la 

verdadera R. 

  

b) Deduzca la expresión  de la variación relativa   
R

RR
α m

R


 , como 

media de la exactitud, para las dos posiciones del interruptor K. 
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La elección de uno de los  sistemas de medida   depende de la resistencia que se va a 

medir. A primera vista se deduce que si R es pequeña  conviene colocar K en la 

posición 1 y si R es grande en la 2. 

 

Fig 3 
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c) Basándose en los resultados anteriores deduzca el rango de valores de 

la resistencia R para decidir  qué posición del interruptor K se elige. Dé el 

resultado en función de RA y RV. Utilizando la relación  entre RA y RV 

pruebe que la expresión matemática aproximada para el límite entre los 

dos rangos de resistencias es BA RRβ y calcule el valor de 

 
Partimos de que  
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Resolviendo la ecuación de segundo grado aparecen dos soluciones 
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Como  VA

2

AA RR4RR    la segunda solución es negativa y nos quedamos como 

válida la primera. La resistencia R cumple lay de Ohm y su intervalo de posibles valores 

está comprendido entre  R0 ; se deduce que habrá valores de R menores que 

cumplen la condición  

2

RR4RR
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AA 
  

para este caso la posición del interruptor K es la 1.  

 

Si    
2
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R
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2

AA 
  el interruptor debe colocarse en la posición 2  

En el límite de los dos rangos ocurre cuando
2

RR4RR
R
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2

AA 
 ,.Teniendo en 

cuenta que en los aparatos de medida la resistencia del voltímetro es mucho mayor que 

la del amperímetro, podemos hacer la aproximación 1
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El factor =1 
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 d) Utilizando parte de los elementos del circuito de la figura 1 un 

estudiante construye  un óhmetro con el propósito de medir el valor de 

una resistencia Rx. El resultado es el circuito de la figura 4 

 

 
 

La fuerza electromotriz de la pila es =9.00 V y su resistencia interna 

despreciable. La resistencia interna del amperímetro RA= 10,0  . Éste es 

un instrumento analógico con un rango de escala Imax =50 mA y con 

N=100 divisiones (Figura 5). 

 

 
 

 

 

El estudiante  opera en corto circuito con la resistencia R de manera que 

la indicación del aparato es el máximo de la escala. 

 

e) Obtenga la expresión matemática de R y calcule su valor numérico. 

Cuando se conecta además  Rx,  el óhmetro se desvía n divisiones 

 Exprese Rx en función de n , N , Imax. 
 

En corto circuito las resistencias del amperímetro y R están en serie con la pila 

 

Fig.4 

Fig .5 
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Las resistencias  RA, R y Rx están en serie con la pila y la intensidad que circula por el 

circuito (fig 4) es  
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El estudiante mide varias resistencias y se pregunta para cuál de ellas la 

precisión es  mejor. 

 

f) Obtenga la fórmula matemática para el error relativo en la 

determinación de Rx. Basándose en este resultado obtenga el valor de n  

para el que el error relativo es mínimo. 

Nota.- Considere que ,1
n

n
2









donde n es la precisión  con la que el estudiante lee 

el número de divisiones n de la escala del amperímetro 

 

Recordemos que para una función y =f(x). 

 

dx)x(fdy '  

La función que nos ocupa es  
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El error relativo 
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Para calcular el valor mínimo derivamos er respecto de n e igualamos a cero 
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g) Obtenga los valores de RX y RX  utilizando n de la cuestión anterior. 
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Durante el experimento el estudiante no coloca el amperímetro frente a él 

lo hace a su derecha de modo que el ángulo entre la dirección de la 

lectura y la perpendicular a la escala es . La longitud de la escala del 

amperímetro es L y la distancia entre la aguja y el plano de la escala es h. 

 

h) Obtenga la ecuación del error sistemático originado  por la lectura 

incorrecta de la escala. 

 
Los amperímetros llevan un pequeño espejo a lo largo de toda la escala para evitar el 

error de lectura. 

 

En la fotografía de la izquierda se está cometiendo un error sistemático detectado 

porque la imagen de la aguja no coincide con ella. En la fotografía de la derecha la 

lectura es correcta ya que coinciden aguja y su imagen. Observe como la aguja se desvía 

del centro del cero inferior de la escala en la fotografía de la izquierda y en cambio en la 

derecha atraviesa el cero por su mitad.. y observe también como en la posición correcta 

la aguja coincide con la raya de la escala y no  ocurre así en la fotografía de la izquierda. 
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La distancia en vertical de la aguja al espejo es muy pequeña, en el problema h= 2mm.. 

La desviación en la escala la designamos x y vale  

 

 taghx  

El error en la lectura de la intensidad es 
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I
e maxmax

r
 

 

i) Calcular el valor máximo del ángulo  para que el error cometido en la 

lectura sea igual al tamaño de una división de la escala. La longitud de la 

escala es L=10 cm y la distancia entre la aguja y el plano de la escala h = 

2 mm 

 

Designamos con X  el ángulo con que se cometería el error de una  

división traducido a intensidad es 
N

I
e max
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Cualquier  ángulo inferior a 26,56º cometería un error menor de una división. 
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153.- (670).- En los vértices de un triángulo equilátero se colocan cargas 

iguales, Q1, del mismo signo. Determinar la carga de signo opuesto Q2, 

que debemos  colocar  en  el  centro   del    triángulo   para  que sea 

nula la resultante de las fuerzas que actúan sobre cada carga. 
Propuesto en el libro: Problemas de Física J.Ruiz Vázquez. Selecciones 
Científicas 
 
En la figura 1 se indican las posiciones de las cargas. Con L se designa al lado del 

triángulo y con D la distancia   entre Q2 y cualquiera de las cargas Q1. 

 

 
 
F es el módulo de la fuerza que ejercen las cargas Q1 situadas en la base  sobre la que 

está en el vértice superior. F’ es la fuerza entre Q2 y esta carga. 

La proyección de las fuerzas F sobre la recta R vale cada una F cos 30º. Para que exista 

equilibrio la suma de las fuerzas es nula, por tanto en la dirección vertical se cumple 

 

º30cosF2'F   (1) 

 

En la dirección perpendicular a R la componente de cada fuerza es  F seno 30º y dado 

que son de sentido contrario su  suma es nula 

    

El  ángulo vale 120º  ya que la suma de los ángulos internos de un triángulo  vale 

180º. Aplicamos el teorema de los senos al triángulo. Q1 Q2 Q1. De la figura 1  se 

deduce: 
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Fig.1 
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Sustituyendo en la ecuación (1) 
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